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1. Het randwaardeprobleem. 
In wat vol~t beperken we ans tot gevallen waarin slechts twee 
ruimte-coordinRten x en y een rol spelen. Het te beschouwen probleem 
is dat van de buigin~ van een geluidsgolf aan een vlak scherm, dat 
Ells volgt als randwaardeprobleem gef'ormuleerd kan warden: 1 ) 2 ) 
Zij X (x.,.r,t) de scalaire snelheidspotentiaal, zodat de snel-
heid in het medium gegeven wordt door 
-:;- = V 1 
Als alle storingen die optreden klein zijnJ voldoet de potentiaal 
aan de golfvergelijking 
We veronderstellen verder ciat de tijdsafhankelijkheid voorgesteld 
kan warden door 
-y 1 Vt /\... (x;y,t)= <.p1 (x,y)e . 
Dan geldt 2 '1 Atp1 + k l(>1 = O; waar l{ = c . 
Als er een geringe demping in het medium toegelaten wordtJ mag k 
complex :~i.jn, met Im k < 0. 
Laat het oneindig dunne scherm op het segment I van de x-as lig-
gen, Op het scherm is 
oppervlak nul, d.w,7,, 
0 <f>1 ~ == 0 
CJ y 
de sne lhe id in de richting loodrecht op het 
voor x € I, y = 0 + . 
Zij de inval~_:_mde golf' in afwezigheid van het scherm beschreven door 
cp O (x,y), en noem de storingspotentiaal lp (x,y), zodat <p1 = 'f0 + (p. 
Dan ge ldt 
2 (.6+k)4'=0 
"'Jtp 
~ = ~ f(x); voor x cl; y ( 1 ) 
- 2 _· 
Dit betekent dat de oplossing (p antisymmetrisch is in y 1 en omdat lf 
overal buiten het scherm continu moet zijnJ geldt ook nog 
<p = 0 C voor x E I , y = 0. ( 2) 
Naast deze randwaarden moet oak nog aan ~ de eis warden gesteld 
dat hij zich op oneindig als een cylindergolf gedraagt, die uit de 
./ 2 ..., 
oorsprong divergeert; f moet dus verdwijnen voor grate r 0 =Vx +y2 . 
Het dubbel genomen segment I van de x-as dat het scherm voorstelt, 
kan als een ontaarde convexe kromme opgevat warden en vanwege de 
scherpe randen in de eindpunten zullen die punten 11 vertakkingspun-
ten II van (f Zi.Jn, Orn de oplossin2: verder vast te leggen eisen we cl.at 
de druk in de eindpunten eindig blljft. 3 ) De druk volgt direct ult 
de gelineariseerde bewegincsvergelijking van Euler en is gelijk aan 
~x . ivt 
p = - ec)t = - l)J f: <f 1 (x,y)e 
waarin e de gemiddelde dichtheid is. De kantvoorwaarde is dus dat 
~ in de eindpunten van I elndig blijft. 
Het probleem dat voor ons ligt, 1s dus het oplossen van het ran.J-
waardeprobleem (1) en (2), met zekere beperkingen voor het gedraG 
van de oplossing in oneindig en op de schermkanten. 
In een paar speciale gevallen is het mogelijk strenge oplossingeri 
hiervoor te vinden. Als I het interval (-ct:>, (.,o) is, is het probleern 
dat van weerkaatsin · aan een vlak scherm, en 'f (x,y)= rp0 (x_,-y), 
Als I=( O, ct::i) 1-<:rij::;en we het geval van bulging aan een half vlak, en 
dit probleem .s door Sommerfeld in gesloten vorm opgelost. Als, ten 
slottP, I begrensd is, mogen we I=(-1,1) kiezen, en dit probleem is 
door Sieger 4 ) en Strutt S) opgelost met reeksen van Mathieu-functies. 
Het is echter bijzonder moeizaam om uit de Mathieu-functies 
numerieke resultaten te krtjgen, vooral als de frequentie oak maar 
enisszins hoog wordt. 
2. De Kirchhoff-theorie. 
Voor hoge frequenties bestaat er wel een benaderingsmethode waar-
mee in de optica goede resultaten verkregen warden, nl. door het ge-
bruikmaken van de Kirchhoff-buigingstheorie, Het schijnt dat de 
Kirchhoff-oplossing de strenge oplossing asymptotisch benadert voor 
hoge frequenties, maar het is niet bekend in welke orde ink deze 
benadering geldt. 
De Kirchhoff-theorie voor het twee-dimensionale geval berust op 
de volgende stelling van Helmholtz-Weber~ die direct uit de stellinG 
van Green volgt: 
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Als tf voldoet aan ( 6 + k 2 ) lp = O, en continue eerste en tweede af-
geleiden bezit binnen een gesloten .kromme r ;, dan geldt 
lp(x,y)= tf ) 1 t~ H~2 )(kr)-<ffr; H(~)(kr)l ds 
r 
voor (x,y) binn-c:n f', tcrwijl 1:le waard-? vnn de: intc:r;raal nul is 
voor (x,y) buiten f. Hierin is gn differentiatie in de richting 
van de naar buiten gerichte normaal van f , en r de afstand van 
(x,y) tot het integratie-element. 
De tweede Hankelse functie is hier als elementaire oplossing gekozen 
omdat deze het vereiste gedrag in oneindig bezit, nl. 
H( 20 )(kr)~ Y !~' eikr, terwijl hij in de oorsprong_,.... - 2_; log r. 
" r - 2 -:-:-2-, 
Kies nu I' als de begrenzing van de halve cirkel Vt.-+ 11 f R, 
"r)~ o, en laat (x,y) binnen r liggen. (Len YJ zijn lopende coor-
~/ 2 2~ dinaten langs de x-as en y-as resp., en r = v (x- l) +(y-1) ). Dan 
geldt, omdat o/ en H(~)(kr) aan de uitstralingsvoorwaarde voldoen, 
dat, met R-ca : c.o 
ip(x,y)= - -,J-r L {~~ H(~)(kr)-lf ~'1 H(~)(kr)}~=O+ ctl'. 
0:) 
=- iJ. ) {",:pi~ o+) a<~) (kV ( x-1'.) 2 +l\+ 
-CIJ 
+l.((lJo+) ~Y H(5)(k/(x-L) 2+y21)} dl, voor y>O (3) 
aangezien ~Y H(6)(kr)= - ~ H~2 )(kr) . 
In ons geval is echter op I slechts ~t en op r0 slechts (f> voor-
geschrevenJ zodat (3) niet zonder meer bruikbaar is. Trouwens, ~ en 
fy mogen ook niet onafhankelijk voorgeachreven worden: als in (3) 
y door -y vervangen wordt, wordt de integraal nul, en optellen en af-
trekken levert dan 
(f (x,y)= - Jr 
1 
= - "2'T 
Co l: :) 'f~[; O+) H (~) (kJAx-C:) 2 +i )ctL} 
J cp(l,o+) }y H(6)(kY(x-t) 2 +y2 )ctl 
-oo 
y > 0. 
(!+) 
Voor y < O vinden we dezelfde formules, maar met tegengesteld teko2n 
en met O+ vervangen door 0-. 
De kunstgreep van Kirchhoff bestaat nu daaruit dat, niettegen-
staande deze moeilijkheid,langs de hele lijn y=O min of meer plausi½ -
le waarden voor ~ en <f>y voorgeschreven worden, en formule (3) ge-
bruikt wordt. Deze randwaarden zijn in het algemeen strijdig, en de 
gevonden benaderings-oplossing voldoet dan ook niet aan de opgelegd2 
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randwaarden. Alternatieve oplossingen worden gevonden door overal op 
y=O waarden voor t.p alleen of voor <-p alleen voor te schrijven en 
(4) te gebruii{en; dan voldoet het re~ultaat natuurlijk wel aan de 
opge le gde (benaderde) randwaanien. 
Onlangs is door W. Franz 6 ) een methode van herhaalde benadering 
aangegeven voor de behandeling van diffractie-problemen, die een 
veralgemening is van de methode van Kirchhoff, maar de onzekerheid 
over de orde van benadering van de verschillende oplossingen, be-
staat nog steeds. 
In wat volgt is het de bedoeling om een nieuwe methode aan te 
geven voor de behandeling van dergelijke problemen, waarin het mogc-
lijk zal zijn om aan te geven wat de orde van benadering voor hoge 
frequenties is. 
3. Een Fourier-transformatie. 
We beschouwen het volgende randwaardeprobleem: Een functie 
t(x,y,z) voldoet aan de differentiaalvergelijking 
~2 "c)2 
L::, yr- ~zz = 0 > waarin ~ = --::::::---"2 + ~ 0X r)y 
met randwaarden '{y'·-f(x), voor x E::I, y=O + , z >- O 
'1//= O voor x e le, y= o 
(5) 
Terwijl verder geeist wordt d~.it ,Y overal buiten het segment x E::. I, 
y = 0 continu i~ en verdwijnt voor grater. De snelheidspotentiaal 
voor supersone strominG bij een draagvlak van oneindige koorde is een 
11 physisch 11 voorbeeld van een functie die aan (5) voldoet. 7 ) 
De karakteristieken van d2 differentiaalvergelijking zijn opper-
vlakken F(x,y,z)= const., wanriG F voldoet aan 
F2 + F2 - F2 = 0 X y Z • 
We kunnen dus schrijven F(x,y;z)= z +f(x-xi)2 + (y-yr) 2 
en de karakteristieken warden 
Z - zr = +~) 2+(y-yi) 2 
d.w.z. een dubbelstel cirkelkegels. We kunnen natuurlijk afsprek1.:n 
dat de vaortplanting van storingen slechts langs dat stel karakter,r 
tieken met positief teken geschiedt. Dat houdt in dat we r.j/ ident-'l.1:.dc 
nul mogen nemen voor alle z links van de omhullende z=z 0 (x,y) van 
dergelijke kegels met toppunten op het segment x EI, y = O, z = 0. 
Het is duidelijk .iat, hoewel y contir,u gekozen is, er: nog dis-
continuiteiten in de afgeleiden van Y,, kunnen optreden en wel langs 
karakteristte·~ oppervlakken. Laat de~golijke oppervlakken van dis-
continuiteit aangeduid warden door z=zn(x,y), met n=0,1, •.• ,N, waarin 
N oneindig mag zijn. 
Nemen we nu de Fourier-transform T(lj/) van 1J,;-. Dan geldt formeel 
(voor het geval N=oo) 
(X) 






~z 'k 0 -l Z -ii/( ) Tx e or x,y,z 0 + 
= 
lfJxx = 
CD 5 e-ikz Yx dz 
r) 
!,'x 
\n+1 e-ikz ,// dz j IX 
'" -ikz,lr dz ~ 't' J 
r -ikz ~1r dz e 'X 
waarin J Yx(x,y,zn)= Yx(x,y,zn-)- ½(x,y,zn+}. 
Net zo voor Cf YY. 
Verder oO 








e Y,zz dz 
z ( n+1 .. -ikz 
+ ik J ,~ yr2 
Zn 
( ,!,,- ( X y z +) + ik 0 'fz ' , n -ikz ,Ir dz e i z 
De differentiaalvergelijking wo1tlt dus 
oci -ikz { cl z _ dz _ _ J ] 
0 = T ( b '\)r - 7Y . ) = D 'f+ k2 <.p - > e n TI 6 "jV + TT b"t + Y/,, 
, ZZ ii;n X X Y Y ,., 
co 
=( .6+k2 )tf + ~ 
-G-
t> Hierin is de operator binnen de accoladen een af'geleide ~ in de 
, _ ozn 'ozn CJl-' 
richting lt =( c>x 2 TI ,1)" 
Aangezien z=zn een karakteristiek oppervlak 
~z ?3 z 
( . n)2 + ( n)2 _ 1 = 0 
-rx --n 
~z 
is, ge ldt 
- ( n d. w. z. n. ~ = 0, waarin n = ~
o X 
de normaal op z=zn is; dus ligt v binnon dit oppervlak en is de 
operator een inwendige differentiatie. Uit de continuiteit van y 
volgt dus 1- t. ..... "I !( l z =Z + vz o vz o J o n + n + ax. ox 2>Y. oY E 
-Z=Z -
0 
en de differentiaalv2rgelijking wordt 
( ti+ k 2 ) y- = 0 • 
De randwaarden in (5) worden 
lp y == ja'\-ikz f (x )dz --
0 
1~ f(x), voor xE: I, y:; O + 
lf=O C voor x 6 I , y = 0 . 
Het blijkt dus dat <f::.: T("t) een oplossing is van het oorspronkelijkc 
probleem (1) en (2), zodat de opgaaf nu is om (5) op te lossen. 
4. Oplossing van het getransformeerde probleem. 
Voor de oplossing van (5) kan als volgt een integraalvoorstelling 
gevonden worden: 
Wq":2ns onze afspraak in § 3 is het duidelijk dat ff!;.,y,z) slechtu 
van dat gedeelte van de randwaarden kan afhangen, dat binnen de 
l kegel C met toppunt (x,y.,z) en met C.<z ligt., nl. 
l = z - 0~=-·t )2+(;- 17 ) 2 ' . 
B;;}schouw de halve ruirnte '1 ? O, en definieer daarvan de deel-
ruimte A+ cl ie door C en de oppervlakken 1? = O en l = z 0 ( l, J }J) om-
s lo ten word t; noem de bee,renzend,.:: s tul{ken r+, D + en E+ resp. Defi-
n ieer net zo c1e deelruimte A_ van ,le halve ruimte Yr .f O, begrensd 
door dezelfde drie oppervlakkcn, en noem de begrenzende stukken l' __ ,. 
D en E . Binnen beide A en A is }V'continu, en volgens de theorie 
- - 8) )+ -
van Hadamard-Riesz 9 kunnen we nu voor y > O schrijven 
f(x,y,z)= 2 ~ iJ[ { # . i -r+, . ½ j dS 
D++E+ (6) 
0 
~, ~ l fj { ; t . ~ -t 5 y • ¾ ) dS 
- '( -
waar1n de notatie als volgt is: 
I JJ = het "ein,ligo stUk" van de ( in het al,;emeen diver,;ente) inte-
graal 
e = V ( z - c. ) 2 ~--·i;;---E-)~ ·=·,·; _ ~ ) 2 , 
~v = differentiatie in de richting van de co-normaal (l,m,-n), als 
(lJm~n) de buitenwaarts gerichte normaal op het integratie-
oppervlak is. 
tl);:J),,, ·j·• ~; •.,, Q .. -,J',, ,.,. -,rl,•t·, i"t' l, ,-,- "'1" 11 ·'• '· .• ,,,.,~''l" . 
.. ,1 'j _/ '·" CV- ·!J .. ·. ;,-.:J.1 · ·. -:-,r . .:, le.ct"\.,) .... pp .l: 1 -c.iK,ud1 t...,,n l!1rH-•L .. u-
r)if:1 .r:nt:i.atie, zodat in gebied:.:n A.b,• halve f ook tf continu i::J., 
en ,•TJ''> v· 1 lr, 11·. ----, • ·. (·· ·) v~,11°-··1) 11 • n biJ'dra·-·n in (6) l•·-
.., ·- r.- L - . - . -- l... .. ;; ... , r l .t-- • -~ .. I..) ~ l . """ . ··- . t. . r_.,i.,..., ._, 
~. r• ·1 .'\""11, r, ·i 11 1 )() '· - ..... / .... • ) ')0 1C n··) · ,Jr 0 
-·" •. • < • _,., a··. . . ~ ' C ~- - •·• 1_)-\ ;_ > ,f '- ): '\. ___ ... r =-
is, zijn al de integralen over de gebieden E nul. Verder valt op D 
le conormaal samen m0 t de normaal en dus is 
_L _{- ~ op.,,D+ 
c> i> - -+- ~ op D ~ 
Ve~gelijkingen (6) worden dus {steeds voor y) 0): 
f(x,y,z)= - 2~ W{ tt. ½-Y4'l ~} ctlctl, 
D+ 
1 0;; s-
Dus, door aftrekking 
f (x,y,z);.; 1 
- 27T 
fmlr df(l.;O+,lj + ~ril1;so-,~) _l 1 + 
n L ~ >"l 1 ·e 
- [ t<l, 0+, l)+ °Y' ( l, 0-, C, ) ] ~Y/ ~ ~ d [. d ~ 
; - ( voor y > 0) (7) 
omdat., volgens ts), yr an.tisymrrietrisch is m.b.t. ">?. De haak mag hi8:r' 
weggelaten worden, omdat de integraal convergeert. 
Dit resultaat is hetzelfde als dat van Evvard voor draagvlakken 
in supersone stroming. 
Formula (7) kan als volgt gebruikt warden om het probleem (5) op 
te lessen, C'Wegens de antisymrnetrie in y beschouwen we in het vervolt; 
slechts het geval y > 0). 
' I.n het algemeen is D = D 1 + D1'~ waarin l EI op 01, lEic op D11 , 





2- 2----r V(z-C,) -r (l) 




v1.z-c,J -r (l,) 
(8) 
Voor sommige punten i.s D" == OJ en dan is 1-Jr volgens (8) bekend 
uit de randwaarden J'(t,), Als echter D11 :}. O., treedt in (8) ook de 
tweede integraal opj en daarin is 1/'; nog onbekend. Om deze te be-
palen, gebruiken we de randvoorwaarde 
Y = O voor x e Ic, y ,;;: o 
on stellen y =Oen x E Ic in (8): 
JJ 
D' 
f(l) ctlctl = 
/ 2 2--, 1 ( z - c ) - ( x - L) - JJ D"' 2 2~ y( z-l) - ( x- £'.,) (9) 
Dit is een integraalvergelijkinc:;, waaruit ~ (LJo) c,) voor t Eic 
bepaald kan warden, en dat is net wat we in de tweede integraal van 
(8) nodi6 hebben. 
Daarmee is het probleem (5) in beginsel voor alle (xiy,z) opge-
lost en we kunnen de methode nu op een speciaal voorbeeld toepassen. 
5. Toepassing op een half vlak. 
We nernen I ::: (o., coL dan wordt het oppervlak ;:: == z 0 (x,y) 
2 ~ [ :YI 
0 





< r 0 word t ( 8) 
x+ y~2=-;7 
"/..r(x,y,z)= - ii J -------
•'\ I 2 2 




\/(z- ~) 2-_;2·(i) 7 
('i rJ) 
terwtj 1 voor z ), r ook de tweed(:: inte [;raa 1 van ( 8) op treed t, z ,:,t 
0 
de integraalvergelijking (9) hier gebruikt moet warden. In (9) is 
x < 0 en x + z > O, en vJordt n, begrensd door C= O; l = 0 en 
[..,+l = x+z; en D 11 door ;~ + ~ = O, l- C= x-z., l.= O en L,+ C, = x+z;, 
Met n ieuwe variabe len <T= c, - t\ en T = C, + E, , vinden we da t D' 
binnen cr+T = O., 7:-- er-= o en T= x + z = 'z:; ligt} en Dn binnen 
T == O, u= z - x = °1 :1 T- O-= O en -Z:--= x + z = 'S. Verg. (9) word.t 
clus 
T 1:" 
-z; j r J1 d'l:" f,:cr j dT ~ dcr-= y't' --r---, 0 1/Zl -'Z Vo--o-' 1 Vc:r- a-' 










































































J f (l)dl 
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'V(z-l) -r (e.,) 
\~ 
z - ~ o - £, -✓-(-z _-:__,.~ ;,--_ r-2-( £,-) } 
() 
c;() 
z- r (l) c., 
-ikz d j ·J" d jo e ,_. ,'.'.., . ·l ,.,, 2 2-----, t, ,:'....J V(z-l) -r (i.-) r(l) 
co z-r - t j -ik: dz d ~o dC., J ,.,, -~ dz 0 2 
-r +~ 0 ( z - t) L. - r ( £;) 
-o 
r + t, 
(') 
-ikz d7, 
= - ik'iT j f'(E.,)dl J 8 y;;,_ _r2 (l) 0 
r(l) 
wat dus als )plossin1; lf van het bu1~,in1,)3probleem voor een half 
vlak t,2 voorschiJn treedt. We l<:unnen ,:!cze ook zo schrijven: 
oO 













f .. -1.kz. d z \ ~:: ---_-_-_-_- . 
. 0·~ 0 7 
r + ( z - r"" (£. ) 0 ~ 
+ 
+ 
Het blijkt dat de eerste term een Kirchhoff-benadering isJ waarop 
de tw,2ede als correctie-terrn werkt. 
Als we voor het onbestoorcic veld een norrnaal invallende vlalcL,.: •. 
]_ -iky+i vt 
= e , -ik,l 
nemen, ::,e lc1 t Lf Y = - Ty e ·1 
=0 
::= lk voor O .(. x < oo, y = 0+. 
• ,_c ( . 2 
' ' I X )==-k . 
Dan wordt de oplossing, 00 r + c~ 
J dl J -ikz dZ e 
iJ r (() V z 2 -r2 (l) 1 
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en we kunnen eenvoudig bewijzen dat deze gelijk is aan de oplossing 
van Sommerfe L. 00 CX) 
Cf (x,y)= - ikz e v~ 
I~ J e-ir.2di\+e-ikz v11 J j}.2 e- dA 'ii 
\f2kr 0 cos 0 ~ 0 sin~ 2 
waarin x 
en ~ 
= r 0 sinG en y = r 0 cosG, d.w.z. 
s in ~ = + ,Jr - z • 
c. - r o 
6. Het eindige scherm. 
'\12r0 cos ~ = + Vr +z' 
- 0 
We beperken ons tot een paar opmerkingen om aan te duiden hoe met 
deze methode een asymptotische benadering voor hoge frequenties in 
het geval van een eindig scherm kan warden verkregen. 
Hier is I =(-1,1) en het oppervlak z = z0 (x,y) is 
z = ! )y I voor 
r(-1) II 
r ( 1 ) It 
jxl < 1 
X < -1 
X > 1 • 
Behalve z = z 0 treclcn hier echter ook nog v2rdere karakteristieke 
oppervlakken 7, = zn(x,y) op, waar de oplossing 11knikken 11 maakt wegens 
11 weerkaatsing 11 tussen de twee lijnen r(+ 1 )= 0. 
In het gebied 0-< y <: z <'..r(+ 1) geldt formule (10); in gebieden 
r(-1)<z<r(1)!) r(1)/.z <r(-1) en r(_± l)<z<_r(_±)+ 2 gelden f'ormules 
analoog aan (12), maar voor alle grotere waarden van z worden de 
formules ingewikkelder. De waarden van~ in (8) moeten namelijk uit 
integraalvergelijkingen van de varm van (11), die een vergelijking 
van Abel is~ worden gevonden, en ~oar toenemende z, steeds opnieuw 
bij de overschriJding van elk oppervlak z = zn 1 in vorige waarden 
warden uitgedrukt. 
Door geschikte keuze kan de Fourier-transform geschreven warden 
als een reeks waarvan de termen van dalende orde ink zijn, d.w.z. 
als een asymptotische reeks ink. 
De eerste termen van de oplossing zijn 
ex'.) 





J"" -ikz dz J 
r(, )+1-l_ e ✓z2 -r2 (l,) +... . 
dz 
- 'I 2 -
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